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フレー ゲの方法による算術の導出
博 敏 *
:ま じ め !こ
本論文の目的は,『算術の基礎』の力D物泌腰 箆諺,′A″チカ陶ιチカ:Frege[1884])の§68-83でフ























翻訳する。われわれの記号での “Num"は「 自然数Jを意味 し,“xPy"は「 xはyの前者
(predecessor)である」または「 yはxの後者であるJを意味する。そのとき,ペアノの公理は
次のように表現できる。(右端にわれわれの算術展開での,これらの公理の定理番号を記す。)
(1′)NumO                          …………定理8
(2り Vx(Num x→ヨy(Num y∧xPy∧∀z(xPz→=y)))………・定理15の系
(3ア)∀x(Num x→¬ PO)                 ………定理3の系
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(4′)∀x∀y Vz(NumxANumyANumz∧xPz∧yPz→x=y)…… 定理 2の系










ヒュームの原理 (HP):♯F=♯G←→ F tt G.
これは「Fであるものの数とGであるものの数が同一であるのは,概念Fと概念Gが同数的である
(equinumerous)ときかつそのときに限るJと読める。『算術の基礎』(以下『基礎』と略記)§
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その証明は,“―/"が同値関係であること (以下の補題1)を利用するものであるが, これは,暗
黙のうちに『算術の基本法則』の公理V(二階の事例):




ムの原理にのみ訴えている。われわれもこれに倣って, ヒュー ムの原理から出発する。よって, ヒュー
ムの原理は数の「文脈的定義」の役割を果たす。ヒュームの原理 :























導ける。ここで,関係ψOの逆関係φ01を, Vx∀y(xφ01 y←→ yφo X)と定義する……
③。さて,いま,任意の対象yに対して,Gyと仮定する………④o ②と④より,ヨx(Fx∧∀u
(uφO y←→u=x))が導かれるが,③での逆関係φ01の定義により, uφO y←→ yφ01 u
であるから,ヨx(Fx∧Vu(yφ01 u←→u=x))カミ導かれる。これは,④の仮定の下で
導かれたので,条件化によって,Gy→∃x(Fx∧∀u(yφ01 u←→ u=x))が導かれ,
これから全称化により, Vy{Gy→ヨx(Fx∧∀u(yφ01 u←→ u=x))}……・⑤。次に,
任意の対象xに対して, Fxと仮定する……⑥。仮定①で存在が仮定されている,上の議論のとき
と同じ関係φOについて,①の仮定の前半の連言肢 :∀x{Fx→ヨy(Gy∧Vw(xφO w
⇔ w=y))}が導けるから, これと⑥より,ヨy(Gy∧∀w(x φO w←→W=y))が導ける。
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すなわち,G tt Fが導かれる………⑨o ⑨は, F tt Gの仮定 (①)の下に導かれたから,条件化によ
り, F――G→G tt Fが証明された。
(?)推移性。任意の概念F,G,Hに対して, F tt G∧G―H→F ttHを示す。まず,
F tt G∧Gtt H……①







関係 φO, ψOから作られる関係積をζOと定義する !






と仮定する。同様に,③の前半より, Vy(Gy→ヨz(Hz∧Vs(yψO s←→ s=z))}と
仮定できるから, これと,⑥の前半の連言肢:G yOから,ヨz(Hz∧Vs(yO ψo s←→ S
=z))が導ける。よって,
H zO∧Vs(yO ψO s←→ s=zO)……⑦
と仮定する。さて,任意の対象wに対して,
xζO w すなわち,ヨy(xφO y∧yψO w)……③
と仮定する。③より, xφO y′∧yアψo Wとすると,⑥の後半より, xφO y′→y′=yOだから,





と仮定する。仮定⑥の後半より, x φO yO←→yO=yOが導かれるが, y。=yOは論理法則で
あるから, x φO yoが導かれる。また,同様に,⑦の後半より, yO ψ Zo←→zO=ZOが導か
れ る が , zO=zOであ る か ら, yO ψO Zoであ る 。 よ っ て , こ れ ら の 連 言 に よ り , x φO yo∧yO
ψO zO。∴存在化により,∃y(xφO y∧yψO zo)。∴④の定義より, x ζo Zo, よって仮









と仮定する。⑬と,③の後半の連言肢から, ψOの仮定より,ヨy(Gy∧Vv(vψO z←→ V
=y))が導かれるので ,
G yl∧Vv(vψO zや→ V=yl)―・⑭
と仮定する。⑭の前半の連言肢 :G ylと,②の後半の連言肢より, φOの仮定から,∃x(Fx
∧Vu(u φO yl←→u=x))が導けるので,
F xO∧∀u(u φO yl―u=xO)……・⑮
と仮定する。いま,任意の対象uと④でのzに対して,
uζO z,すなわちヨy(uφO y∧yψo Z)……⑩
と仮定する。⑩より,uφO y″∧y′′ψO zとおくと,②の後半の連言肢より,y″ψO Z→yア
′
=ylが導かれるので, y″三ylが導出される。よって, u φO ylが導かれるが,⑮の後半の連





と仮定する。ところで,①の後半から, xO φ  yl―Xo=xOが導けるので,これと, x0
=xOから, xo ψO ylが導ける。また,⑭の後半から, yl ψO Z←→yl=ylが導けるので, こ
れとyl=ylから, yl ψO Zが導ける。これらの連言 :xO φO yl∧yl ψO zの存在化 :ヨy





















“φ"の定義より, x=zであるから, z=xが導ける。すなわち, xφz→z=x……④。逆
にz=xと仮定すると, x=z すなわちxφzが導けるから, z=x→XφZ………⑤が成り立
























































































∧W≠Z]の間に存在する一対一対応関係をφとすれば, φ∪ {〈y, z〉}を作ることにより,
F tt G……⑤












対して,G wOであるような, y ψ wOなる唯一のwOが存在し,また,Gzであるzに対して, F






を示すことができる。⑫から, ヒュー ムの原理によって, ♯[x:Fx∧≠y]=♯[wiGw
∧W≠z]が導かれるから,②によって,




が導ける。⑦と⑭の連言により,m=s←→ n tt tを得るが, これは仮定①の下で導かれるので,
条件化により,以下が帰結する。
mPnAsPt→(m=s←→ n=t)               Q・E.D.
われわれはまだ「 自然数Jを定義 していないが,定理2の系としてペアノの第4公理を得る。









③か ら,命題論理 (A→B/.・.C∧A→B)により,Numx∧Num y∧Ndmz∧xPz∧yP
z→x=y が導けるか ら, これに全称化を施 して,以下を得る。





























































れはこの方法を「方法 (※)」 として引用し,先に述べたように, Pの固有祖先P*に関する,“x





















































xR* yAyR* z―→xR* z






この定理の意味はこうである :「もしnがxに後続するならば (nがxの後者であるか, xの後者










































































命題論理 (C→A∧B/.・.C→A)により, OP*0→ヨmmPOであるか ら, これと③か ら,
∃mmPO……⑨
が導かれる。しかし,定理3より∀m¬mPO,∴¬∃mmPO。こうして矛盾が導出された。よっ








定義6(自然数の定義):Num n ⇔ 0≦n
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I      (1)xP*mの場合。①の前半の連言肢:mPnと,定理4:mPn→mP*nから,mP*l     nが導ける。∴xP*m∧P*n。ところが定理5よりP*は推移的である,すなわちxP*
l     m∧mP*n→xP*nであるから, xP*nが導かれる。
































が導かれる。                                       Q.E.D.
定理11:mPn∧OP*n→♯[x:x≦m]P♯[x:x≦n]
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|     この定理の意味はこうである。「もしmが, 0に後続するnの前者であるならば,そのとき,概念
|     “m以下である"に属する数は,概念 “n以下である"に属する数の前者である。」
|     《証明》
mPn∧OP*n……①





































































である。ところで,論理法則 :x≦0←→ x≦0と定義5より, x≦0←→ xP*OVx=0が
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が導ける。しかし,④から命題論理 (¬A/∴¬ (A∧B))によって,¬(xP*0∧X≠0)





























より, 0≦O。 よって,これからa=0により, 0≦a。 ところが定l1413:OP♯[x:x≦0]












































系 (ペアノの第2公理):∀x(Num x→ヨy(Num y∧xPy∧∀z(xPz→=y)))









































(0, 1,2,3, …  X。}を対象領域Dとし,各概念変項にDの部分集合を,各n項関係変項
にDnの部分集合を振り当て, ♯F(「Fであるものの数」)をFの値の基教とし, F～Gが真である















なぜ最後の項 “― {〈y, z〉}"が必要であるかを理解するために,関係ψが有限の簡単な例で考




























⑤か ら (a=xVFa)∧aRb。これと⑥より, Fb。仮定⑤を条件化 して, Fa∧aRb→Fb,
これを全称化 して, VaVb(Fa∧aRb→Fb)…… ⑦o ④ と⑦ より, Vb(xRb→F )∧
VaVb(Fa∧Rb→Fb)が導かれる。これで,“→"カミ成 り立つことが示された。逆に,“("
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